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1. Demostrar que |eA| = eTr{A}.
Sea A una matriz N ×N compleja, sabemos que toda matriz compleja es triangularizable, es decir se

puede escribir como
A = PTP−1 (1)

Con T una matriz triangular, es decir Tij = 0 si i > j y P cierta matriz invertible. Ahora podemos
ver como se relacionan la exponencial y la traza de A con la exponencial y la traza de T . Empecemos
demostrando que

(PTP−1)n = PTnP−1 (2)

Esto se puede demostrar con inducción, para n = 0 tenemos

I = (PTP−1)0 = PT 0P−1 = PP−1

Y, asumiendo el caso n = k podemos demostrar

(PTP−1)k+1 = (PTP−1)kPTP−1 = PT kP−1PTP−1 = PT k+1P−1

Ahora podemos usar este resultado en la definición de exponencial

eA =
∞∑
n=0

An

n! =
∞∑
n=0

(PTP−1)n

n! = P

∞∑
n=0

Tn

n! P
−1 = PeTP−1 (3)

Si ahora hacemos el determinante obtenemos que

|eA| = |P ||eT ||P−1| = |eT | (4)

Y para la traza, usando la propiedad cíclica:

Tr{A} = Tr
{
PTP−1} = Tr

{
TP−1P

}
= Tr{T} (5)

Por lo tanto, demostrar que |eT | = eTr{T} es equivalente a demostrarlo para la matriz A, como toda
matriz A se puede expresar de la forma (1), nos basta con demostrar la propiedad para una matriz
triangular arbitraria.

Notemos que si T es una matriz triangular y definimos λi = Tii, entonces Tn es una matriz triangular
y (Tn)ii = λni . Esto de nuevo lo demostramos por inducción (el caso n = 1 es cierto por definición) En
efecto para i > j

(T k+1)ij =
N∑
l=1

(T k)ilTlj =
∑
l<i

(T k)ilTlj +
N∑

l≥i>j

(T k)ilTlj = 0

Donde la suma de la izquierda es cero porqué i > l =⇒ (T k)il = 0 y la de la derecha es cero porqué
l > j =⇒ Tlj = 0. Por lo tanto, en efecto Tn es una matriz triangular y los elementos de la diagonal son

(T k+1)ii =
N∑
j=1

(T k)ijTji =
N∑
j<i

(T k)ijTji +
N∑
j=i

(T k)ijTji +
N∑
j>i

(T k)ijTji = (T k)iiTii = λki λi = λk+1
i
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Donde la suma para j < i es cero debido a que T k es triangular y la suma j > i es cero debido a que T es
triangular. Finalmente, de la definición de exponencial es ahora trivial ver que eT es también triangular

(eT )ij =
∞∑
n=0

(Tn)ij
n! = 0, si i > j

Además

(eT )ii =
∞∑
n=0

(Tn)ii
n! =

∞∑
n=0

λni
n! = eλi

Finalmente solo nos queda por demostrar que el determinante de una matriz triangular es el producto
de su diagonal, pero esto se ve fácilmente con la expresión

|T | =
∑

i1,i2,...,iN

εi1···iNT1i1 · · ·TNiN

Debido a que T es triangular, el término Tnin sólo sobrevive si in ≥ n, pero debido a que no puede haber
dos índices repetidos, esto implica que el único término que sobrevive es iN = N, iN−1 = N−1, . . . , i1 = 1.
Y por lo tanto

|T | = T11 · · ·TNN =
N∏
i=1

λi

Aplicando esta propiedad a la matriz exponencial

|eT | =
N∏
i=1

eλi = e
∑N

i=1
λi = eTr{T}

Donde, por definición,

Tr{T} =
N∑
i=1

Tii =
N∑
i=1

λi (6)

Quedando demostrada la propiedad para matrices triangulares, y como hemos comentado al principio,
demostrando así la propiedad para cualquier matriz compleja.

2. Demostrar que las propiedades bilineal y nilpotente son equi-
valentes a la propiedad antisimétrica.

La propiedad bilineal de un corchete de Lie nos dice que

[λA+ µB,C] = λ[A,C] + µ[B,C] (7)

[A, λB + µC] = λ[A,B] + µ[A,C] (8)

Y la propiedad nilpotente nos dice que
[A,A] = 0 (9)

Con ambas propiedades, podemos calcular el corchete de Lie de A+B consigo misma:

0 (9)= [A+B,A+B] (7)= [A,A+B] + [B,A+B] (7)= [A,A] + [A,B] + [B,A] + [B,B] (9)= [A,B] + [B,A]

De esta ecuación se deduce entonces que

[A,B] = −[B,A] (10)

Claramente, el razonamiento es válido para cualquier par de matrices A y B.
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3. Demostrar que los polinomios de grado dos con el corchete
definido (11) es un álgebra de Lie.

[a, b] = [a2x
2 + a1x+ a0, b2x

2 + b1x+ b0] = (a1b0 − a0b1)x2 + (a0b2 − a2b0)x+ (a2b1 − a1b2) (11)

En efecto, veamos que cumple la propiedad bilineal:

[λa+ µb, c] = ((λa1 + µb1)c0 − (λa0 + µb0)c1)x2 + ((λa0 + µb0)c2 − (λa2 + µb2)c0)x
+ ((λa2 + µb2)c1 − (λa1 + µb1)c2)

= λ
[
(a1c0 − a0c1)x2 + (a0c2 − a2c0)x+ (a2c1 − a1c2)

]
+ µ

[
(b1c0 − b0c1)x2 + (b0c2 − b2c0)x+ (b2c1 − b1c2)

]
= λ[a, c] + µ[b, c]

Demostremos ahora la propiedad antisimétrica:

[a, b] = (a1b0 − a0b1)x2 + (a0b2 − a2b0)x+ (a2b1 − a1b2)
= −(b1a0 − b0a1)x2 − (b0a2 − b2a0)x− (b2a1 − b1a2)
= −[b, a]

Con la propiedad antisimétrica podemos demostrar que el corchete es también bilineal por la derecha:

[a, λb+ µc] (10)= −[λb+ µc, a] (7)= −λ[b, a]− µ[c, a] (10)= λ[a, b] + µ[a, c]

La propiedad nilpotente tampoco es difícil de demostrar

[a, a] = (a1a0 − a0a1)x2 + (a0a2 − a2a0)x+ (a2a1 − a1a2) = 0x2 + 0x+ 0 = 0 (12)

Demostrar la identidad de Jacobi es un poco más pesado, pero afortunadamente, usemos las propiedades
que ya hemos demostrado para simplificar la expresión del corchete:

[a, b] = [a2x
2 + a1x+ a0, b2x

2 + b1x+ b0] = (a2b1 − a1b2)[x2, x] + (a2b0 − a0b2)[x2, 1] + (a1b0 − a0b1)[x, 1]

Por lo que en realidad solo estamos interesados en conocer los corchetes [x2, x], [x2, 1], [x, 1]. Usando la
definición

[x2, x] = 1, [x2, 1] = −x, [x, 1] = x2 (13)

En general podemos afirmar que
[xa, xb] = −εabcxc (14)

Donde xa significa, por una vez, exponenciación, y no un superíndice. La identidad de Jacobi la podemos
escribir entonces como

[[xa, xb], xc] + [[xb, xc], xa] + [[xc, xa], xb] = [−εabdxd, xc] + [−εbcdxd, xa] + [−εcadxd, xb]
=

[
εabdεdce + εbcdεdae + εcadεdbe

]
xe

=
[
δacδbe − δaeδbd + δbaδce − δbeδca + δcbδae − δceδab

]
xe

= 0

Demostrando la identitdad de Jacobi, y por lo tanto, que los polinomios de grado 2 con el corchete (11)
forman un álgebra de Lie.
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